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Yolume ven een efgeknotte kubus in R j
asymptotisch gedrag.

door
C.G. Iekkerkerker,

1. 243 V(%) het volume van het. lichaeam in R » bepaald door
0 =Xy + Xy + o0e +x, =% (0 <t =n).

B n _—
We bepalen langs meetkundige weg de functie V(t). Laten Z en W de
kubus resp. het vlek 2ijn, waarvan de vergelijking in (1) opgeschreven is.

{(2) fTriviaal is 0 = v(t) =v(z) = 1.,
Op grond ven symmetrieoverwegingen geldb:
(3) V(%) + V(n~t) = V(2) = 1.

Zij 8 de verzameling ven die hoekpunten P van de kubus Z, die san de-
zelfde kant ven W liggen ales de ocorasprong O, Zij v(P) de inhoud van de
pyremide met top so'n hoekpunt P, met rechten door P evenwijdig aan de
cobrdinsatassen als ribben en met grondvliek in W. Verder bepalen we, als
P een hoekpunt van Z is, de functies k(P) en 4(P) als volgt:
k¥{P) = santal codrdinaten van P, dat gelijk san 1 is
a(®) a{ +1 als k(P) even is

-1 sls k(P) oneven is,
We beschouwen nu de volgende soms

(4) 2 a®) w(@).
PES

Het is een som van met teken voorziene volumina ven delen vaen de bij O be~
horende pyrsmide, Letten we nu op een punt Q van die pyramide; we onder—
stellen det Q inwendig punt is van die pyramide en dat geen enkele cobr—
dineat van Q gelijk san 1 is (deze onderstelling is niet essentidel, waar
het hier om volumebeschouwingen gaat). laten r cobrdinaten van Q groter
den 1 gijn; noodsekelijk is 0 =r =t%. Het punt ¢ ligt in 1 pyremide,
waarbij k(P) = O, in het algemeen in (;;) pyramiden, wearbij k(P) = m is.
Is k(P) = m, dan is 4(P) = (=1 Y™, Het asantal keren, det Q in de som (4)
vertegenwoordigd is, is dus gelijk aan
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deze uitdrukking is voor r = O gelijk san 1, overigens gelijk san 0.
Conclusie: de uitdrukking (4) is gelijk san V(t). Ter berekening van de
gom in (4) merken we op, dat er (;ﬁ) punten P in S bevat zijn, waarvoor
k{P) = m. De bij zo'n punt behorende pyramide heeft ribbe t-m, omdet de
uviteinden van zo'n ribbe codrdineatsom m resp., t hebben; het volume van




zo'n pyrsmide is dan ook bekend., We vinden dus:
_\n
(5) V(8) =3 (erymy L)
=0 nl

We merken op, dat als t een geheel getal is, de term m=t bijdrage nul
geeft,

2, Afleiding ven een integraalvoorstelling van V(%).
We gebruiken de volgende formules uit de functietheorie:
Is & een positieve constante, dan geldt:

a+iw
() I’.IET.{ ~t-n 3yﬂy = --—-f-1
| a=ioc0 7 nt *
a+ie0
1 =1=n -y ;
(7 7T . ¥y e Ydy = 0. {n een natuurlijk getal).
8~1.00

Men ken deze formules bewljzen door beschouwing van de gesloten weg I.,-,
besteande uit het lijnsegment, dat a~iR en a+iR verbindt, en de linker-
helft ﬂ.i van de cirkel met a tot middelpunt en R tot straals en evenzo

1‘2' bestaande uit dat lijnsegment en de rechterhelft 32 van die cirkel

(R>a). Dear e’ begrensd is voor Re y =< a, geldt mu

a+ic®
1 ~f=-n _y lim 1 1
7/ v M;Y“a-,mmf -
a~isp I:1 L.‘

= residu van y'1"n e in 0 = "%T H

daar €™V begrensd is voor Re y = a is

; +iow ] ;

- o - lim
?ﬂifY Y ey = pow TET “m/“"

o1 R

Door een eenvoudige substitutie volgt uit (6) en (7):
a+iwo —-T(té-mjn als m <t

(8 1 —te=n {(t=-m}y =
( ) T ¥ e 4y -

a~100 Calsn > 1%,

terwijl voor m=t de integraal (8) ook gelijk aman nul is,

We substitueren nu (8) in de uitdrukking (5), die eigenlijk een afgebroken
binomiuvmontwikkeling is. In de som, die dan ontstast, mogen we rustig de
sommatievariebele ven O tot n laten lopem, omdat n 2 t is en de bijkomen-
de termen gelijk san nul zijn. We krijgen dani

o ;’: S mmy ~ten _(t-m)y
W)= 40 / Gy s day
a~ic0



a+iod n
1 ty_~1-n ~1)B (M ™Y
WA ==
g~ipo
1 g+ o=
‘ ty¢l-e *\n dy
= T f e ()" =%
g=ioo
In pleats van % voeren we in deze integraal liever een andere para-
meter iny de keuze zal later gerechtvaardigd worden. En wel stellen we:

We vinden ﬁanz
a+in
3Y_ Y
(9) V(&) =gz [ FVIRE=E o 4L

a=ioo

Krachtens het gedrag van de inbegrand in (9) is het geoorloofd de inte-
gratieweg te vervormen, dat hij langs de imaginaire as loopt met een in-
stulping naar rechts om de oorsprong. Door de subititutie y = 21y gaat

va
{(9) over ins +aD
(10) v(%) = _2%1_/ eibv($i§ %gn)n %~
-0

3. Bestudering van V(i) voor | —» ==,
We denken b vast (met het oog hierop is de parameter t door b ver=
wvangen) en laten n tot oo naderen. Zij &£ > 0.
Voor 0 <x —=1 is gin x ] x2 IA,
X = -~ + IB6 »=°
een alternerende reeks, waarvan ae temeﬂ monotoon tot nul efnemen, dus

jslpxl.sinx <1 XL <o L

Voor x 2 1 is zeker if}—g”-—-—x—i <J£ .

We bepalen nu ﬂarﬁt een positief ge;.a% ¢, zodat geldt:
@
7 - Eavz [y - &
e ) = [e ﬂzv(m.a?c<-.m’
en dsarne een natuurlijk getsal Bye WEETVOOTr geldd:

1cE Vase, O = f (@ 3ny

(1 - g <& (m>n0>
‘(%@)n e I< Tos Yoeor 0fvrSe, n > ng,.

De voorlaatste m&gel ia te hawerkstalligan wegens

z&rn(‘! wqy—)nma 7@ <'§'§§

n-s00
d@ leatete (met 0 = v = o) volgt uit

2
N¢ H?V v-’)nm (1 mg-ﬁ— ...)nf-%e 'Gv ‘

Er geldt dans



(11) !febiv{(ﬁ_ﬁ#)n-ﬁ'%ﬂfﬂ%_/<£ voor n > n,.

We gaan eerst de volgende integraal schatten:

Bewijls: n in v/Va
v, av
[ (EroE” &,

. - : gin v/Vn gin v//n 1'72
é’Wegm:mc: \v/\f'ﬁ‘;;‘! en v > ¢ geldt { = n}u VR <1~7sﬁ-,

2 2
s (BRI <1 -t cBHLEY
Dus a
ﬁsiz VéVﬁ)n % <j’(ui¥ vé\ﬁ)n v
4 4]
¢

'EY , ,
< f !nﬂn!ﬁ?v“__ ,vé)n v = (1 - %}ﬁ&?ﬁ =
]

2 » .
= (1 - %}n'ﬂ - (‘g)n-!-‘l < % .

Yervolgens schatten we oo
f\uin vévﬁ\n av
v, v’

fn

‘We hebben ’i;l Y (4‘% en dus

ﬁui:véﬁ}ng_;_ <f0i_y:3)n§%‘
2 n

Ve
(ra)” v 2 1 &
- 5 = 7 <35

Fu volgt g@:koﬁelijk
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Opmerking. Feitelijk mogen we niet over v=0 heen integreren, maar

moeten we dit punt door een instulping nsar beneden vermijden, Voor de
schattingen maakt dit echter niets uit,



Conelusie, Bij vaste b is
+o2 1

2
(2 7 vEE g ooy [ e

s OOF

Noemen we het rechterlid f(b), dan is de afgeleide:

Fo0 4o
1.2 1.2
f‘(b)z?jﬁ{fi Bibvemﬁd?mglffﬁibv- v =
e GO e OO

|2

2
b oD
- 1 2
I
- 00
_3pE e g, 3p2
1 == - 1 -
-‘2""‘",’1—9 f& Ewﬂ?'m-z-—w V’E’ﬂ: & '
o OO0

Bij het bepalen van deze afgeleide hebben we geen last wvan de ocor—
sprong, want die omzeilen we; het differentiBren onder het integraalteken
vindt zijn rechtvaardiging in de uniforme differentiBerbaarheid van de
integrand over een eindig en de exponentiéle afname van de integrand en
haar afgeleide voor v-—> + ce . In de formule voor £'(b) mogen we wel rus-
tig over de ocorsprong heen integreren,

Yoor b=0 is het rechterlid van (12) gelijk aan de helft van het re-

1
d 6= B in v=0, dus gelijk san }. Voor willekeurige b vinden

sidu van -
we voor het rechterlid van (12}
iy - ,33; | 1 vls/z _ o
: -
(13) f(b}tiﬁ*cfﬁ-ﬁ: V 6m e axm%«e--v—__]_;__—g e du.
" De integraal in (13) is een oneven functie var bj voor F= =2 en
b = + o0 vinden we resp. f(—-o0) = 0, £lco) = 1.

We kunnen ons resulitsat als volgt interpreteren, als we even de
lichasmsdiagonaal van de kubus, die door O gmat, door 1 voorstellen en
het middelpunt ven de kubusy, n.l. het punt (&, $y...,%), dat op 1 ligt
door M; de lenghte van 1 is gellijk aan V_i':.. Yoor n - oo nadert het volume
V(%) tot O of 1, =l nsar gelang t+ < 7 of & >F is, indien het verschil
van t met % sterker oneindig wordt dan Vnj het volume V{t) nadert tot &
als genoemd verschil zwakker oneindig wordt m /n3 het nadert tot een -
endere wearde, geleverd door formule (13) als %%"‘-i tot een eindige waarde
b nadert. In het laatste geval is tevens de afsiand tussen W en M eindig.



